Landeswetthewerb Mathematik

Baden-Wirttemberg
Musterlésungen 1. Runde 2007

Aufgabe 1

Gunter bastelt Wiirfel. Jede Seitenflache farbtréweder griin oder rot.
Wie viele Wiirfel, die sich allein durch ihre Farlguanterscheiden, kann Gunter herstellen?

Ldsung:
Gunter kanrzehnunterschiedlich gefarbte Wirfel herstellen.

Beweis:

Es wird vorausgesetzt, dass die Quadrate, die d@me\\begrenzen, aul3er durch die Farbe nicht
unterscheidbar sind.

Wir sortieren die mdglichen Wirfel nach der Anzaelr roten Quadrate. In den Zeichnungen
wurde der Ubersicht halber nur eine Farbe eingbreis alle nicht gefarbten Flachen sind mit der
jeweils anderen Farbe gefarbt.

1. Keine Warfelflache ist rot gefarbt.
Es gibt nureine mdgliche Farbung.

Bei dieser Farbung sind alle Wurfelflachen grun.

2. GenauweineWurfelflache ist rot gefarbt.
Es gibteinemdgliche Farbung.

Bei dieser Farbung werden eine Flache rot und Filnf
chen grun gefarbt (die griinen Flachen sind nicigjesi
zeichnet). e
Da die Waurfelflachen ununterscheidbar sind, sgslkei- /
ne Rolle, welche der sechs Warfelflachen rot geférid.

3. Genawzwei Wurfelflachen sind rot gefarbt.
Dies ist aufzwei verschiedene Arten maoglich.

a) Die beiden rot gefarbten Wurfelflachen kénne siuf
benachbarten Wirfelflachen befinden (die beiden Fla
chen besitzen also eine gemeinsame Kante). Da die
Wiirfelflachen ununterscheidbar sind, spielt es &ein
Rolle, welche beiden benachbarten Wirfelflachen rot p
gefarbt sind. .

b) Die beiden rot gefarbten Wiurfelflachen kdnneat siuf
gegenuberliegenden Wirfelflachen befinden.

:
|
Weitere Mdglichkeiten fur Wuirfel mit genau zwei eat !
Flachen gibt es nicht. o e
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4. Genaudrei Wurfelflachen sind rot gefarbt.
Auch hier sindzwei verschiedene Farbungen maglich.

a) Zwei gegenuberliegende Waurfelflachen sind rot |ge
farbt. Dann liegt die dritte rote Wurfelflache dazv
schen und die drei rot gefarbten Flachen bilderzair
sammenhangendes Band.

<

b) Keine zwei gegeniiberliegenden Wirfelflachen sotd
gefarbt. Dann mussen die drei rot gefarbten Wiléel
chen an einer Ecke zusammenstol3en.

=

Weitere Mdoglichkeiten fur Wirfel mit genau drei eat
Flachen gibt es nicht.

5. Genawier Wiirfelflachen sind rot gefarbt.

Dann sind genau zwei Wrfelflachen grin gefarbt.
Wie bei 3. sind genaxwei verschiedene Farbungen mo
lich.

(]

6. Genaufinf Wurfelflachen sind rot gefarbt. ‘

Dann ist genau eine Wirfelflache griin gefarbt. Yé&e2.
ist genatweine Farbung maoglich.

7. GenausechsWirfelflachen sind rot gefarbt. X

1

Dann ist keine Wirfelflache griin gefarbt. Wie beist ;

genaueine Farbung maoglich. !
Bei dieser Farbung sind alle Flachen rot gefarbt. I," s

Insgesamt kann Ginter also 1+1+2+2+2+1+1 = 10 scitéxdliche Farbungen herstellen.
Die Ergebnisse werden in der Tabelle noch einmshzumengefasst:

Nr. Anzahlrote | Anzahl grine | Anzahl der mog-

Wirfelflachen | Warfelflachen | lichen Farbungen
1 0 6 1
2 1 5 1
3 2 4 2
4 3 3 2
5 4 2 2
6 5 1 1
7 6 0 1
Summe: 10
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Aufgabe 2

Wie grol3 sind die Innenwinkel des Dreiecks ABC wen
J =12°ist?

L6sung:
a=b=52°undg=76°.

1. Beweisvorschlag:

Da die Punkté\ undB auf einem Kreis mit
Mittelpunkt C liegen, istAC = BC. Somit ist
das DreieclABC gleichschenklig mit Basis
AB. Daher sind die beiden Basiswinkel dieses
Dreiecks gleich weit, also

a=>b. (1)

Da die Punkt® undE auf einem Kreis mit MittelpunkB liegen, istDB = EB. Somit ist das Drei-
eck DBE gleichschenklig mit BasiBE. Daher sind die Basiswinkel gleich weit, also

d=e. (2)
Die Winkelsumme fir das Dreie&ED ist nach (1) und (2)b+d+e=a+2d =180°.
18C°- a

Somitistd = =90°- %. Da EDANebenwinkelwinkel vord ist, ergibt sich daraus

EDA=180°- g= 180- 00 %: 00 %

Die Winkelsumme fur DreiechDF ista+ EDA+/ =& + 90°+% F =% +90/+ =180

Somit ergibt sich aus der Voraussetzuyng12°: ga =90°-/ = 78 odera =§><78 °=h2°=h.

Aus dem Winkelsummensatz fir das Dreid&C ergibt sich schlie3lich
g=180°"- 2a= 180- 2 52= 180 104 7. Damit sind alle Innenwinkel berechnet.

2. Beweisvorschlag:

Wie im 1. Beweisvorschlag erkennt mar= 6 und d = e (s. (1) und (2)).

180°-a:90°_a§. *)

Der Winkelsummensatz fur das DreiesBCergibt180° - g= a+ b= 2a. (**)
FEC ist Scheitelwinkel ze, also FEC=e.

ECF ist Nebenwinkel zg also ECF = 180- g.
Der Winkelsummensatz fir das DreieCEF ergibt nune+(180°- g)+ j= 180. Aus/ =12°,

Der Winkelsummensatz fir das DreideBE ergibt e =

(*) und (**) folgt 90°-% + 2a= 168 . Somit folgtga =78 odera=52=b.

Aus (**) ergibt sich nung=180°- 2a= 76 . Alle Innenwinkel sind berechnet.
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Aufgabe 3

Zwolf Teilnehmer eines Song-Wettbewerbs werderevmn siebenkdpfigen Jury bewertet. Jeder
Wertungsrichter gibt jedem Teilnehmer zwischen d 1& Punkte; dabei darf er keine zwei Teil-
nehmer gleich bewerten. Wer die héchste Gesamipaimkerhalt, belegt evtl. zusammen mit
weiteren Teilnehmern den 1. Platz.

Sanger Mike erfahrt von einem Reporter seine Ggaamitzahl und gibt dazu den sachlich rich-
tigen Kommentar: ,Es ist durchaus mdglich, dassdeh alleinige Sieger bin."

Bestimme die kleinste Gesamtpunktzahl, mit der Bl&keinziger den 1. Platz belegen kann.

LOosung:

Die kleinste Gesamtpunktzahl, mit der ein Teilnehmoch als einziger den 1. Platz belegen
kann, betragt 47.

1. Beweisvorschlag:

Jeder der sieben Juroren vergibt 1+2+3+4+5+6+7+88911+12 = 78 Punkte. Insgesamt wer-
den also7 x78 =54€ Punkte auf die 12 Teilnehmer vergeben. (*)

Es ist546:12= 45,f Es muss also einen Sanger oder eine Sangerimimaestens 46 Punkten
geben: Hattemlle Sanger nur 45 oder weniger Punkte, so hatten dieehener insgesamt hochs-

tens 45x12 =54(C Punkte erhalten. Das widerspricht (*), mindesteimsSanger hat also 46 oder
mehr Punkte erhalten.

Einenalleinigen Sieger mit genau 46 Punkten kann es aber nictgrgdbenn sonst hétten ja die
anderen 11 Teilnehmer hoéchstens 45 Punkte, dien@eshl aller vergebenen Punkte ware also
hochstensi6+11°45= 541Das steht im Widerspruch zu (*).

Ein Gewinner des Wettbewerbs, der als einzigerldétatz belegt, muss also mindestens 47
Punkte aufweisen. Wenn ein Teilnehmer mit 47 Punktkeiniger Sieger ist, so bleiben den Ubri-
gen 11 Teilnehmern zusammen 499 Punkte.

Erste mogliche Verteilung:

Da 499= 7x45 +4 x4t ist eine solche Punkteverteilung z.B. dann mogkebnn 7 Teilnehmer 45
Punkte und 4 Teilnehmer 46 Punkte erhalten Dieciudig Tabelle zeigt eine solche Punktevertei-
lung, bei der Mike mit 47 Punkten alleiniger Sieggty wahrend die 4 Teilnehmer B, C, D und J
jeweils 46 Punkte und die tUbrigen 7 Teilnehmer jesmbS Punkte erhielten.

Mike |A |B DE|F|G/H]|I |J K
JurorNr. 2 6 |1 ]2 |3 |4 |5 89| 1(11|12
JurorNr.2 6 |[12/11/10(9 |8 54| 3|2 |1
JurorNr.3 6 |1 ]2 |3 (4 |5|118 |9 |7 |10|12
JurorNr.4 7 |12/11|10/9 |8 |2 (5| 4] 3|6 |1
JurorNr. 5 6 1 3 |4 89| 1(11|12
JurorNr.§ 8 12(9 |7 |4 105 |11]2
Juror Nr. 7 8 7 |9 |10(11]12|1 [5 |2
Summe 47 | 45/46|46|46|45/45|45|45/45|46|45

Somit ist es moglich, dass ein Teilnehmer mit 47keen alleiniger Sieger wird.
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Zweite mogliche Verteilung:

Da auch499= 44+ 5x45+5x4, ist eine solche Punkteverteilung z.B. auch dadglich, wenn
ein Teilnehmer 44 Punkte erhalt und 5 TeilnehmePdbkte sowie 5 Teilnehmer 46 Punkte er-
halten Die folgende Tabelle zeigt eine solche Penéteilung, bei der Mike mit 47 Punkten al-
leiniger Sieger ist, wahrend Teilnehmer J nur 44k®eierreicht hat und die tbrigen 10 Teilneh-
mer je zur Halfte 45 bzw. 46 Punkte erhielten.

Mike |[A |[B |C |[D |[E|F |G|H|I |J |K
JurorNr. 1} 12 |12 ]3| 4| 5] 6] 7] 8§ 91011
JurorNr.2 1 |12/11/10|/9 |8 |7 |6| 5] 4|3 |2
JurorNr.3 12 |12 ]3| 4| 5] 6] 7] 8§ 91011
JurorNr.4 1 (12/11|10|/9 |8 |7 |6 | 5| 4|3 |2
JurorNr. 5 12 (12| 3| 4| 5| 6| 7] 8§ 91011
Juror Nr. § 12/11/8 |6 |4 | 2| 107 |9
JurorNr.7 8 |6 |7 ]9 1011(12|2 |4 |1
Summe | 47 | 45/46|46|46|46|46|45|45|45|44|45

2. Beweisvorschlag:

Jeder der sieben Juroren vergibt 1+2+3+4+5+6+7+88911+12 = 78 Punkte. Insgesamt wer-
den also7 x78 =54€ Punkte an die 12 Teilnehmer vergeben.
Ist Mike mitn Punkten alleiniger Sieger, so haben alle andeémg& hdochstens- 1 Punkte.

Somit ist die Gesamtpunktzahl hochstéag(n -1) +n=12n- 1.

Somit folgt 546£ 1 - 1. Daraus ergibt sicim® 4633 . Mike muss also mindestens 47 Pinkte

erhalten um alleiniger Sieger zu sein.
Dass Mike mit 47 Punkten tatsachlich alleinigerggiesein kann, folgt aus den Verteilungen des
1. Beweisvorschlags.
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Aufgabe 4

In einem Viereck ABCD sind alle Innenwinkel kleiaky
180°.

Spiegelt man A an B, B an C, C an D und D an Ande
steht das Viereck A’'B'C'D’.

Wie grof3 ist das/erhdltnis der Flacheninhalte der bei-
den Vierecke?

Losung: Das Verhaltnis der Flacheninhalte von VierddCD zu ViereckA'B'C’D’ ist 1:5.
Die Flache des ViereckSBCD nimmt also ein Finftel der Flache des ViereB'C’'D’ ein.

1. Beweisvorschlag:

In nebenstehender Zeichnung haben die

grun markierten Dreiecke (das sind die

schraffiertenDreiecke) alle den gleichen G,

FlacheninhaltF = F, =F,:
Die DreieckeACD undADC’ ha-
ben denselben Flacheninhalt,
denn diese beiden Dreiecke haben
nach Konstruktion eine gleich lan- G
ge SeiteCD = C' D und die glei- G,
che zugehorige Hohe die ortho-
gonal zur GeradegC' liegt und Al
durchA geht. Bei gleicher Seiten-
lange und gleicher Hohe ist aber D'
auch der Flacheninhalt gleich.
Analog istF, = F,, denn auch die DreiecleDC’ undD’AC’ haben eine gleich lange Sei-

SS\\
LL

te AD=D'A und die gleiche zugehdorige Hohe.

Analog haben auch die drei blau markierten Dreietse gleichen Flacheninhalt, also
G=G =G,
Fir den Flacheninhalt von Viere#B8CD gilt dabei offensichtlich A( ABCD) = F+ G.
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Mit einer analogen Argumentation beweist
man, dasH =H, =H, und K =K, =K,

ist (vgl. nebenstehende Zeichnung).
Hierbei gilt fir den Flacheninhalt von
Viereck ABCD: A( ABCD) = H+ K.

Insgesamt gilt also fur den Flacheninhalt
des grol3en Viereck&B’'C'D’ :

A(A'B'C' D)

= A(ABCD)+2F+2G+2H+2K

= A(ABCD)+2( F+ G +2( H+ K)
(siehe nebenstehende Zeichnung).

Aus A(ABCD)= F+ G= H+ K folgt
nun

A(A'B'C' D)

= A(ABCD)+2 A ABCD +2 A ABCI.
=5xA( ABCD)

Die Flache des ViereckSBCD nimmt also ein Finftel der Flache des Viere8K'C'D’ ein.

2. Beweisvorschlag:

Sei h, die HOhe des DreieckS'D'D, h, die
Hohe des Dreieck&CD. Die Hohenh, und h,
sind parallel. Nach dem Strahlensatz ist also
h, =2xh,, dennD'D =2xAD . Da die beiden
DreieckeACD undC’D’D gleich lange Grund-
seitenCD bzw. C'D haben, ha€’D’'D den
doppelten Flacheninhalt wikCD.

Analog hatBA’B’ den doppelten Flacheninhalt
wie ABC, CB’C’ den doppelten Flacheninhalt
wie BCD, AD’A’ den doppelten Flacheninhalt
wie ABD. Somit haben gegenuberliegende au
Bere Dreiecke zusammen den doppelten Fla-
cheninhalt wie das innere Viereck. Die vier
aul3eren Dreiecke haben also zusammen der
vierfachen Flacheninhalt wie Viere&8CD.

Damit hat das VierecR’'B’'C’'D’ den funffachen Flacheninhalt wie das Vieré&dkCD.
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Aufgabe 5
Bestimme alle natlrlichen Zahlen x und y @ut+ 7y + 2007= xxy.

L6sung:

Es gibt vier Lésungen:
1. x=8, y=2023
2. x=50, y=49
3. x=54,y=45
4. x=2028, y=3

1. Beweismaoglichkeit:
Die Gleichung 2+ ¥+ 200% xXxy ist aquivalent zit2007=xxy - 2x- 7y.
In der letzten Gleichung kann man die rechte Setiéormen:
xxy -2x-7y=(% 7x(y- 2- 14
Somit erhalt man
2007=(x- ?x(y- J- 1« oder 2021=(x- Ix(y- 2. *)

Die Primfaktorzerlegung von 2021 i2021= 43x4. Also sind 1, 43, 47, 20211, - 43, - 47,

- 2021 die einzigen ganzen Teiler von 2021. Ba7 nach (*) ein Teiler vor2021 ist, muss

X- 7 eine dieser acht Zahlen sein. Daine natirliche Zahl ist, kank- 7 nicht - 43, - 47 oder
- 2021 sein. Ausx- 7=- 1folgt y=-201% (, also kannx- 7 nur eine der Zahlen 1, 43, 47,
2021 sein.

Somit erhalt man folgende Falle:

Fall X-7 - 2= 2021 X y
X-7
1 1 2021 8 2023
2 43 47 50 49
3 47 43 54 45
4 2021 1 2028 3

Dies sind genau die behaupteten Losungen.
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2. Beweismoglichkeit:

FUr x=7 ergibt sich keine Loésung der Gleichung, 2& +7y +2007 =% unl6sbar ist.

Durch Aquivalenzumformungen ergibt sich aber &ilr 7 aus der Ausgangsgleichung durch Auf-
l6sung nacly:

Xy- 2 7y 2007

U Xy 7y 200F 2
U  y(*x 78 2007
0 _ 2007+ X
X-7
FUr eine naturliche Zaht<7 Wérew negativ. Dies ist unmdglich, deeine nattrliche
X_
Zahl ist. Somit folgtx® 8 und x- 7 ist positiv. Durch weitere Umformungen ergibt sich
_ 2007+ X
X-7
0 2007+ x- I+ 1<
xX-7
0 y= 2021 5
xX-7

Day eine nattrliche Zahl ist, muss 7 ein positiver Teiler von 2021 sein. Die Primfalzene-
gung von 2021 isP021= 43«4’ Also sind 1, 43, 47, 2021 die einzigen positieier von
2021.Somit musx- 7 eine dieser vier Zahlen sein.

2021

Fall 1. x- 7= 1. Dannistx=8 und y = 7 +2 =202%
Fall 2: x- 7= 43. Dannistx=50 und y = )2((_)271+2 =49.
Fall 3: x- 7= 47. Dannistx=54 und y = )2((_)271+2 =45,
Fall 4: x- 7= 2021. Dann istx=2028 und y = )2((_)271+2 =3.

Dies sind genau die behaupteten vier Lésungen.
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Aufgabe 6
Gegeben sind zwei Kreise kind k , die sich von auf3en berthren. lhre Mittelpunkteddiy und

M,. Ein Halbkreis Gber der Streckd,M, schneidet kin P, und k in P».
Zeige: Die Kreise kund k schneiden aus der GeradegPR gleich lange Sehnen aus.

1. Beweismoglichkeit(Mit Winkelsummensatz und gleichschenkligen Dreieck

In der obigen Zeichnung ist die in der Aufgabe beisbene Figur dargestellt.

Die GeradeR, P, hat mit dem Kreisk, aul3erP, noch einen weiteren Schnittpun®f
Analog istQ, der zweite Schnittpunkt voRP, mit k,. Zu zeigen ist als®Q = BQ,.
SeiM der Mittelpunkt der Streck®,M, .

Alle Winkel seien so bezeichnet, wie es in der ehigeichnung dargestellt ist.

Behauptung:Die Winkela = MM,P, unda, = M,P,Q, sind gleich weit, als@ =a,.

Beweis der BehauptundDie DreieckeBM,M und P,MM, sind gleichschenklig, denn jeweils

zwei ihrer Seiten sind Kreisradien. Somit sind Blgsiswinkel in diesen Dreiecken gleich weit, es
giltalsoa =a, und b =5,.

Aus dem Winkelsummensatz fur das Dreidgkl M ergibt sich nury =180°- 2 . Analog ist
q=180°- 2b (Winkelsummensatz fiir das Dreie€&MM, ).

Da auch das Dreieck,EM gleichschenklig ist, gilg= g. Somit ergibt sich aus dem Winkel-
summensatz fur das Dreie¢kBM :

_180°- e _j+qg _(180°- 22)+ (180- )
2 2 2

Somitista +b +g =180°. Da die drei Winkely 6 und a, bei P, zusammen einen gestreckten
Winkel ergeben, musa =a, sein. Das ist die Behauptung.

=180°-a- b.
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Die DreieckeMP;M; undM,Q.P- sind nach dieser Behauptung gleichschenklige Bkeienit
gleichen Basiswinkeln. Somit stimmen alle Winketliesen Dreiecken Uberein und es handelt
sich um ahnliche Dreiecke. Entsprechende Seitérestdemnach im gleichen Verhaltnis zuein-

ander, insbesondere gi@ :M.
M,P, MM,
+
Aus M,P, =1, M,P,=r, und MM, :rl—zrz folgt somit
M.,P, 2rr
P — 2" 2 XM P —-=12 . *
2 MM, ' o+, )

Analog wie im Beweis der obigen Behauptung erkeman, dass in der obigen Zeichnung auch
b= b, gilt.

Die gleichschenkligen DreieckéM,P, undM;P;Q; sind also ebenfalls ahnlich zueinander.

Entsprechende Seiten stehen demnach im gleichdréNf@s, insbesondere gi& - MR .
M,P, MM,
— — VTV AL i
Aus M,P, =1, M,P,=r, und MM, R folgt somit
— MR 2rr
P - 1'1 XM P —~=12 ) *%
Q=g MR =T )
Aus den Beziehungen (*) und (**) ergibt sich n@ :% = B,Q,. Das war zu zeigen.
r.1 r.2

1. Variante der 1. BeweismdglichkeiiMit Sehnenviereck)

Die Behauptungs =a, aus der
obigen 1. Beweismdglichkeit
kann wie folgt kiirzer bewiesen
werden:

Die Eckpunkte des Vierecks
M1M,P,P; liegen alle auf dem
Halbkreisk Gber der Strecke
M;M, . Es handelt sich also um
1
ein Sehnenviereck. In einem Seh
nenviereck erganzen sich gege-
ndberliegende Innenwinkel zu
180°. Mit b= PBPR,M, gilt also
a+b =180°.

Da a, und b Nebenwinkel sind, isk, =180°- b= a . Damit ist die Behauptung bewiesen.
Der Rest des Beweises bleibt gleich.
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2. Variante der 1. BeweismdoglichkeiiMit Umfangswinkelsatz)

Die Behauptunga =a, aus der

obigen 1. Beweismdglichkeit
kann aber auch so bewiesen wer
den:

Die Winkel; und/ ; in neben-
stehender Zeichnung sind Um-
fangswinkel zum gleichen Kreis-

bogenP,M, . Nach dem Um-
fangswinkelsatz ist alsp 7 ;.

M. | \ M
Nach dem Satz des Thales isM,;P,M, =90°. Der Winkelsummensatz fir das DreiedkM,P;
ergibt alsoa = 90-, .

Ebenso ist nach dem Satz des Thal&$,P,M,=90°. Daa;, M,P,M, und/1zusammen einen
gestreckten Winkel ergeben, folgt =180°- ( 90+, ,)= 90+ ,.

Ausa=90-/ ,a,=90°-/,und;/ 5 , ergibtsich nuna =90°-y = 90-/ = .
Damit ist die Behauptung bewiesen. Der Rest deseB®s bleibt gleich.

2. Beweismoglichkeit(Mit Streifenschar)

Die GeradeR, P, hat mit dem
Kreis k, auerP, noch einen
weiteren Schnittpunk®,

Analog istQ, der zweite Schnitt-
punkt vonBR, mit k, .

Zu zeigen ist als®Q = BQ..
SeiM der Mittelpunkt der Stre-
cke MM, .

Fallt man vonM,, M, undM die Lote auf die GeradEP,, so erhalt man die LotfuRpunkEe,
R, undR. Somit entsteht eine Streifenschar, denn die ledeal GeraderM R, MR und M,R,
haben denselben Abstand: Wm durch die Geraden in zwei gleich lange Strecw und
M—I\/I2 geteilt wird, muss eine Streifenschar vorliegen.

(Dies kann man mit Hilfe der nebenstehen
den Zeichnung beweisen:

Die Parallele zuP, P, durch M, schneidet
MR und M,R, in Sbzw. S,.

Nun ist SM die Mittelparallele im Dreieck o,
M,M.S,. Also istS der Mittelpunkt von

M.S,.
Somit haben die drei Geradédm R, MR und M,R, denselben Abstand.)
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Es folgt unmittelbar, dasRin der Mitte zwischerR und R, liegt, d.h. es giltRR = RR.

Die DreieckeRQM,, REM und Q,R,M,
sind gleichschenklig, denn jeweils zwei
ihrer Seiten sind Kreisradien.

In gleichschenkligen Dreiecken ist die Hohe
gleichzeitig auch Seitenhalbierende.

Daher istR_die Mitte vonPl_Ql, R die Mitte
von P, P, und R, die Mitte vonP,Q, .

Also gilt: RQ =2xRR =2 ¢RR -RP = & RR - RP 2 xP,R =,P.. Dies war zu zeigen.

3. Beweismoglichkeit{(Mit dem Satz des Pythagoras)

Die Strecken in der Figur
seien wie in der neben-
stehenden Zeichnung
bezeichnet.
Da der Kreik der Tha-
leskreis Uber der Strecke
M,M, ist, sind die Win-
kel M,PM, und
M,P,M, rechte Win-
kel.

Nach dem Satz des Py-
thagoras gilt also wegen

MM, =1, +r,:

—2 2 IV 2
MR, =(r+r,) -r7=r2+ 2, und MR =(r+r,) -rZ=rj2+ 2 ..

Damit ergibt sichh? = M,P, - (a+ p°= #+2rr,- (af p)° und

h? :WPlz - (a+ p)2= L+ 21, (af p)z'

Da auRerdenh?’ =r’- a® und h? =r,” - a,” (Pythagoras) folgt nun durch Gleichsetzen:
r2-a’=r+ 21, @@+ p)°, also2rr,=p?+2a,p.

Analogr,?- a,%= r,+ 2y~ (a3 p)’, also2rr, =p2+2a,p.

Somit ist p> +2a p= [ +24a f. Daraus ergibt sicl, = a, .

Da a, :% und a, :% folgt nun RQ, = R,Q,. Dies war zu zeigen.
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