Landeswettbewerb Mathematik

Baden-Wirttemberg
Musterldsungen 1. Runde 2010/2011

Aufgabe 1

Sonja hat neun Karten, auf denen die neun kleinsten zweistelligen Primzahlen stehen.
Sie will diese Karten so in eine Reihe legen, dass sich die Zahlen auf zwei nebeneinan-
der liegenden Karten immer um eine Potenz der Zahl 2 unterscheiden.

Wie viele Mdglichkeiten hat Sonja, ihre Karten anzuordnen?

LOsung:

Sonja hat die folgenden vier Méglichkeiten:

1)41-37-29-31-23-19-11-13-17
2)41-37-29-31-23-19-17-13-11
3)11-13-17-19-23-31-29-37-41
4)17-13-11-19-23-31-29-37-41

Beweisvorschlag:

Die neun kleinsten zweistelligen Primzahlen sind:
11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41.

In der folgenden Tabelle sind die moglichen Differenzen zwischen zwei der neun Zahlen
zusammengestellt:

11 |13 |17 |19 | 23 | 29 | 31 | 37 | 41
11 | - 2 6 | 8 |12 18|20 | 26 | 30
13 | 2 - 4 | 6 | 10| 16 |18 | 24 | 28
171 6 | 4 - 2 6 |12 |14 | 20 | 24
19 | 8 6 2 - 4 |10 |12 | 18 | 22
23|12 10| 6 | 4 - 6 | 8 | 14 | 18
29 |18 |16 | 12 |10 | 6 - 2 | 8 |12
31|20 |18 |14 |12 | 8 | 2 - 6 | 10
37 126 |24 |20 |18 | 14| 8 6 - 4
41 | 30 |28 |24 |22 |18 |12 |10 | 4 -

Die vorkommenden Zweierpotenzen sind 2 = 2*, 4 = 2%, 8 = 2° 16 = 2*,
Die Zweierpotenzen sind in der Tabelle farbig markiert.
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Man erkennt, dass in der Zeile zur 41 nur ein Feld markiert ist, die 41 also hat nur mit 37
eine Differenz, die eine Zweierpotenz ist. Also kann die Karte mit der 41 keine zwei
Nachbarkarten haben, sie muss entweder am Anfang oder am Ende der Kartenreihe lie-
gen. Da man die Karten ja auch umgekehrt anordnen kann, nehmen wir an, die 41 steht
auf der ersten Karte. Dann muss, wie eben beobachtet, die 37 auf der zweiten Karte ste-
hen.

In der Zeile zur Zahl 37 sind aber nur zwei Felder markiert, au3er mit der 41 hat 37 nur
zur 29 eine Zweierpotenz als Differenz. Auf der dritten Karte muss also 29 stehen.

In der Zeile mit der Zahl 29 sind nun drei Felder markiert: Aul3er mit 37 hat 29 auch mit
31 und mit 13 eine Differenz, die eine Zweierpotenz ist. Es gibt also fir die vierte Karte
der Reihe zwei Falle:

Fall 1: Auf der vierten Karte steht die 13.

Aus der Zeile zur Zahl 13 erkennt man, dass dann auf der finften Karte 11 oder 17 fol-
gen muss.

Fall 1a: Auf der finften Karte steht die 11.

AulRer mit 13 hat die 11 nur mit 19 eine Zweierpotenz als Differenz. Also muss auf der
sechsten Karte die 19 folgen. Aber aus der Zeile zur 17 erkennt man, dass die 17 nur
neben 13 und 19 liegen kann. Auf der siebten Karte muss also die 17 stehen, da man
diese Karte sonst nicht mehr anlegen kdnnte. Damit endet aber nun die Kartenreihe
schon, denn man kann an die 17 keine weitere Karte mehr anlegen, da sowohl 13 als
auch 19 schon verbraucht sind.

Fall 1b: Auf der finften Karte steht die 17.

Dieser Fall ist analog zum Fall 1a, nur die Rolle der 11 und 17 sind vertauscht, da diese
beiden Karten gleiche Nachbarn haben mussen.

Insgesamt ist also Fall 1 nicht mdglich.

Fall 2: Auf der vierten Karte steht die 31.

Aus der Zeile zur 31 erkennt man, dass dann auf der fiinften Karte die 23 folgen muss.
Auch die sechste Karte ist nun eindeutig: Die 23 hat nur noch mit der 19 eine Zweierpo-
tenz als Differenz, es muss also die 19 folgen.

Auf der siebten Karte kann nun entweder 11 oder 17 stehen. Wenn auf der siebten Karte
11 steht, so bleibt fur die achte Karte nur die 13, fur die neunte Karte nur die 17. Das ist
L6sung 1). Wenn auf der siebten Karte 17 steht, so muss nun die 13 und dann die 11
folgen. Das ist Losung 2).

Die Ldsungen 3) und 4) entstehen aus 1) und 2) nur durch Umkehrung der Kartenreihen-
folge, es sind keine wirklich neuen Losungen. Mehr Mdglichkeiten gibt es nicht.

Mit dem folgenden Baumdiagramm kann man alle Falle darstellen:

11

13 11

17 19<<:::
47 37 29 23
11 13 17
31 23 19<<:::
17 13 11

Die mit einem Blitz markierten Wege enden, da keine weiteren Karten mehr angelegt
werden kdnnen. Nur bei den rot markierten Wegen, werden alle neun Karten unterge-
bracht.
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Aufgabe 2
Kleine Holzquader, die alle 10 cm lang, 9 cm breit und 7 cm hoch sind, sollen in eine
guaderformige Kiste mit den Innenmaf3en 50 cm, 30 cm und 28 cm gepackt werden.

Bestimme die grol3tmogliche Anzahl an Holzquadern, die in die Kiste passen, und gib
eine Moglichkeit an, wie man sie in die Kiste packen kann.

LOsung:

Die gro3tmdgliche Anzahl von Holzquadern, die in die Kiste passen, ist 66.

Beweisvorschlag:

Das Volumen der Kiste ist 50 cm - 30 cm - 28 cm = 42 000 cm?®. Ein einzelner Holzqua-
der hat das Volumen 10 cm -9 cm - 7 cm = 630 cm®.

Nun gilt fiir das Gesamtvolumen: 42000 cm® = 66 - 630 cm® + 420 cm”.

Diese Rechnung zeigt, dass mehr als 66 Holzquader sicher nicht in die Kiste passen.

Jetzt weisen wir nach, dass man 66 Holzquader tatsachlich unterbringen kann. Eine
mogliche Stapelung von 66 Holzquadern in der Kiste zeigt die folgende Abbildung:

w L LS :

muy J S/ /9
7 A
s
7 //
| %

Dabei liegen im linken Teil des Quaders wie abgebildet 3-4-4 = 48 Quader und fillen die-
sen linken Teil vollstandig aus. Der rechte Teil des Quaders mit den Abmessungen
14cm, 30cm und 28cm lasst sich mit 2-3-3 = 18 Quadern so ausfillen, dass nur ein
Restquader mit den Abmessungen 14cm, 30cm und 1cm dbrig bleibt.

Damit ist eine Packung mit 48+18 = 66 Quadern gegeben.
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Aufgabe 3

Gegeben sind funf verschiedene nattrliche Zahlen. Bildet man alle moglichen Summen
von jeweils zwei dieser Zahlen, so erhalt man genau sieben verschiedene Werte.
Zeige, dass die Summe aller funf Zahlen durch 5 teilbar ist.

Beispiele:

a) Die funf Zahlen sind 2, 5, 7, 8, 10. Dann ergeben sich die ,Paarsummen*
7,9,10,12,13,15,17,18. Das sind acht verschiedene Werte, die Voraussetzung der
Aufgabe ist also nicht erfullt.

b) Die fuinf Zahlen sind 2, 5, 8, 11, 14. Dann ergeben sich die ,Paarsummen*
7,10,13,16,19,22,25. Das sind genau sieben verschiedene Werte, die Vorausset-
zung der Aufgabe ist also erfullt. In der Tat ist die Summe 40 der finf Zahlen
durch 5 teilbar.

1. Beweisvorschlag:

Wir bezeichnen die funf verschiedenen natirlichen Zahlen mit a,b,c,d,e, wobei
a<b<c<d<egelten soll.
Die vier Summen, die mit der kleinsten Zahl a gebildet werden, missen alle verschieden
sein, da ja die zweiten Summanden verschieden sind:
atb <at+c <a+d < ate.

Drei weitere Summen ergeben sich mit der gréf3ten Zahl e:

b+e < c+e < d+e.
Da bereits die grofdte Zahl der oberen Reihe kleiner ist als die kleinste Zahl der unteren
Reihe haben wir insgesamt schon sieben verschiedene Summen:

atb <atc <atd <ate <bte <cte <d+e. (¥)
Mehr als diese sieben Summen mit zwei Summanden darf es nach Aufgabenstellung
nicht geben. Die drei Ubrigen Summen, die nur mittlere Zahlen enthalten, also b+c, b+d
und c+d missen mit einer dieser sieben Summen identisch sein. Dabei ist
b+c < b+d < c+d. (*¥)

Die kleinste dieser drei Zahlen ist groR3er als a+c, die grol3te ist kleiner als c+e.
Vergleicht man die drei Zahlen in der Reihe (**) mit den sieben Zahlen in der Reihe (*),
so konnen die drei Zahlen aus (**) also nur mit den mittleren drei Zahlen der Reihe (*)
Ubereinstimmen. Es ergeben sich folglich die drei Gleichungen:

b+c=a+d (1)
b+d =ate (2)
ctd=b+e (3)

Ldst man die Gleichung (1) nach b auf, so ergibt sich b = a+d-c. Eingesetzt in (3) ergibt
sich daraus c+d = a+d-c+e oder
ate =2c 4)
Die Summe der funf Zahlen ist nun nach Umordnung und wegen (2):
at+b+c+d+e = c+(b+d)+(ate) = c + 2(a+te).
Setzt man (4) in diese letzte Gleichung ein, so ergibt sich
at+b+c+d+e =c + 2 -2c = 5c.

Somit ist die Summe der funf Zahlen das Fiinffache der mittleren Zahl c, also durch 5
teilbar.
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Variante dieses Beweisvorschlags:
Die Gleichungen (1), (2) und (3) bilden ein lineares Gleichungssystem:
-a+b+c-d =0 (1)
-a+b +d-e=0 (29
-b+c+d-e=0 (3
Dieses kann man wie Ublich in Stufenform bringen: Subtrahiert man Gleichung (1’) von
Gleichung (2’), so ergibt sich:
-a+b+c—- d =0 (1)
—-b+c+ d-e=0 (3
—-c+2d-e=0 (2")-(1)
Aus der letzten Gleichung ergibt sich dann ¢ = 2d-e. Eingesetzt in (3’) folgt dann
b = c+d-e = (2d-e)+d-e = 3d-2e. Eingesetzt in (1') ergibt sich schliel3lich
a = b+c-d = (3d-2e)+(2d-e)-d = 4d-3e. Somit ergibt sich fur die Summe der funf Zahlen:
at+b+c+d+e = (4d-3e)+(3d-2e)+(2d-e)+d+e = 10d-5e = 5-(2d-e) = 5¢
Somit ist die Summe durch 5 teilbar.

2. Beweisvorschlag:

Wir bezeichnen die funf verschiedenen natiirlichen Zahlen mit a,b,c,d,e, wobei
a<b<c<d<egelten soll.
Dann gilt auch: at+b <atc <b+c <b+d <c+d < ct+e < d+e.

Da dies also schon sieben verschiedene Summenwerte sind, missen die tbrigen drei
Paarsummen a+d, a+e und b+e jeweils mit einem dieser sieben Werte Ubereinstimmen.

Wegen a+c < a+d < b+d muss also a+d = b+c (1) sein und weil b+d < b+e < ct+e ist, ist
b+e = c+d (2).

Schliel3lich ist noch a+d < at+e < b+e; daher muss a+e = b+d (3) sein.
Nun folgt der Reihe nach aus den Gleichungen (1), (3) und (2):
d-c = b-a=e-d = c-b.

Das bedeutet aber, dass benachbarte Zahlen in der Folge unserer funf Zahlen jeweils
denselben Abstand haben — es handelt sich also um eine arithmetische Zahlenfolge. Wir
schreiben k fur den konstanten Abstand benachbarter Zahlen. Es ist also b = a+k,

c = b+k = a+2k, d = a+3k, e = at+4k.

Somit gilt nun at+b+c+d+e = a+(a+k)+(at+2k)+(a+3k)+(a+4k) = 5(a+2k).
Die Summe der finf Zahlen ist also durch 5 teilbar.
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Aufgabe 4

Drei Quadrate sind wie in der Abbildung ange-
ordnet.

Zeige, dass die Flacheninhalte der beiden mar-
kierten Dreiecke gleich grof3 sind.

1. Beweisvorschlag:

Wir verwenden die Bezeichnungen, die
in der Abbildung rechts dargestellt sind.
Insbesondere seien a, b und c die Sei-
tenlangen der drei Quadrate. A; und A;
sind Eckpunkte des linken, B; und B;
sind Eckpunkte des rechten Quadrats.
Dann stehen A;A; und B;B, senkrecht
auf der Geraden durch A; und B;, der

gemeinsamen Grundlinie der Quadrate.
Das mittlere Quadrat berihrt diese /\
Grundlinie im Punkt X.

Sei nun C der gemeinsame Punkt der
beiden markierten Dreiecke. Von C
aus wird Senkrechte zur Grundlinie
A1B; gezeichnet, sie schneidet die
Grundlinie in F.

CF ist also parallel zu A;A; und zu
B.B.,. Die Parallele zu A.;B: durch B
schneidet CF in Z, die Parallele zu

Ai1B; durch A; schneidet CFin Y (s. <
Abb. reChtS). N

Das rechtwinklige Dreieck ZB,C entsteht dann aus A1 XA, durch eine Parallelverschie-
bung, da entsprechende Seiten parallel sind und die Hypotenuse gleich lang ist. Ebenso
geht XB1B;, durch Parallelverschiebung in A,YC uber.

Das linke markierte Dreieck hat die Grundseite AAs; mit Lange a, die Hohe ist die Stre-
cke CY mit Lange CY = BB, =b. Somit ist der Flacheninhalt des linken Dreiecks aT-b.

Das rechte markierte Dreieck hat die Grundseite B,B3; mit Lange b, die Hohe ist die Stre-
cke CZ mit Lange CZ = A /A, =a. Somit ist der Flacheninhalt des rechten Dreiecks eben-

falls 270
2

Die beiden markierten Dreiecke haben also denselben Flacheninhalt.
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2. Beweisvorschlag:

Wir verwenden wieder dieselben Be-
zeichnungen wie im 1. Beweisvor-
schlag.

Behauptung: Die Dreiecke B1B>X und
A1XA; sind kongruent.

L

Beweis der Behauptung: Sei a = <« B;B>X. Dann folgt aus der Winkelsumme im Drei-
eck B.B>X: «« B1XB, = 90° - a.. Aus « B.XA, = 90° und « B, XA; = 180° f0|gt
< Ao XA1 = <« B1XA; - (<I B.XB, + « BzXAz) = 180° - ((900 - OL) + 900) = Q.

Somit stimmen die Dreiecke B1B,X und A;XA; in zwei Winkeln (rechter Winkel und o),
sowie in der Seite c Uberein. Nach dem Kongruenzsatz SWW sind die beiden Dreiecke
kongruent und die Behauptung ist bewiesen.

Wir erganzen das linke markierte
Dreieck AzA,C wie in der Abbildung
zu einem Rechteck AzYCU.

Dabei entsteht das rechtwinklige
Dreieck A;YC aus XB;B, durch eine
Parallelverschiebung, da ent-
sprechende Seiten parallel sind und
die Hypotenuse gleich lang ist.

.'. - u

Somit hat die Rechteckseite CY die Lange CY =B B, = b. Die Rechteckseite AzY hat die
Lange A,Y =A,A, +A,Y =a+ XB, = 2a. Die Gleichheit XB, =a folgt dabei aus der in

der obigen Behauptung bewiesenen Kongruenz der Dreiecke B;1B,X und A;XA,.
Damit hat das Rechteck AzYCU den Flacheninhalt F(AsYCU) = 2a-b.

Ebenso erganzen wir das rechte markierte Dreieck B,B3;C zu einem Rechteck ZBsVC.
Dabei entsteht das rechtwinklige Teildreieck ZB,C des Rechtecks aus A; XA, durch eine
Parallelverschiebung.

Somit hat die Rechteckseite CZ die Lange CZ = A/A, = a. Die Rechteckseite BsZ hat die
Lange B,Z=B,B,+B,Z=b+B,Z=2b.
Damit hat das Rechteck B3VCZ den Flacheninhalt F(B3VCZ) = 2b-a.

Die Flacheninhalte der beiden markierten Rechtecke Az;YCU und B3VCZ sind also gleich.
Nun wird das Rechteck As;YCU durch die Diagonale AsC in zwei gleich grol3e rechtwink-
lige Dreiecke zerlegt, es gilt also fur den Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks
AsYC: F(AsYC) = a-b. Analog ist F(ZB3C) = b-a. Man erhalt das markierte Dreieck aus
dem rechtwinkligen Dreieck A3YC, indem man A,YC von A3YC abtrennt. Ebenso erhélt
man B,BsC aus ZB3C, indem man ZB,C von ZB3C abtrennt. Aus

F(AsYC) = F(ZB3C) und F(A,YC) = F(ZB,C) (s. Behauptung) folgt also

F(AsA2C) = F(B2B3sC), was zu beweisen war.
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3. Beweisvorschlag:

Die Punkte und Winkel werden
wie in der Zeichnung bezeichnet.

Esgilt: e G SN iy

YT
(1) a=ai und B =Ry, dasie & 1522 WY 22 SR il A
Wechselwinkel an den Paralle- A T
len GH und CK bzw. GH und T SO :
EA sind. B
£ B a )
(2)a=az und R =103, F G B H
da a+R=90° 3; +a, =90°, i
a;+B,=90° a=a; und 0

3 =3 ist.

(3) Im rechtwinkligen Dreieck ATD qgilt: DT = E-sin(az)
Im rechtwinkligen Dreieck CKD gilt: DS=CD- sin(f,)

Im rechtwinkligen Dreieck BHC gilt: b =c - sin(a).
Im rechtwinkligen Dreieck GBA gilt: a=c - sin(B).

Aus (1) bis (3) und der Voraussetzung (3 Quadrate) folgt:

Dreieck EAD: Agao = —-EA-DT = -a-ﬁ-sin(az):%-a-c-sin(a):%-a-b

2
®|

Dreieck CKD: Ackp = =-C

N+~ NP

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Aufgabe 5

Gegeben ist ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck D
ABC mit dem rechten Winkel bei C.

Die Punkte D und E liegen auf3erhalb des Dreiecks auf c
den Halbgeraden AC bzw. CB (vgl. Abbildung).

Beweise: Die Strecken CD und CE sind genau dann
gleich lang, wenn sich die Geraden AE und BD recht- A B
winklig schneiden. N

1. Beweisvorschlag:

Wir erganzen die Figur durch die Strecke DE
und betrachten das Dreieck AED.

CE ist eine Hohe in diesem Dreieck AED, da
CE senkrecht auf AD steht. Der Schnittpunkt
von AB mit DE sei F.

Da das Dreieck ABC gleichschenklig und
rechtwinklig ist, sind die Innenwinkel bei A
und B jeweils 45°.

Fur den Scheitelwinkel <« EBF gilt dies auch.

Angenommen es gilt CD = CE . Dann ist das Dreieck CED gleichschenklig und recht-
winklig, daher ist die Weite des Winkels « DEB als Basiswinkel in diesem Dreieck 45°.
Das Dreieck BEF enthalt also zwei Winkel, die 45° weit sind. Der dritte Winkel < BFE
muss also 90° weit sein. Dann ist also AF eine zweite Hohe des Dreiecks AED und somit
ist B der Hohenschnittpunkt des Dreiecks AED.

Da sich alle Hohen des Dreiecks AED in B schneiden, muss auf der Geraden BD die
dritte Hohe des Dreiecks liegen. Also stehen AE und BD senkrecht aufeinander.

Sei nun umgekehrt angenommen, dass AE und BD senkrecht aufeinander stehen. Dann
liegt auf der Geraden BD eine Hohe des Dreiecks AED und B ist der Hohenschnittpunkt
des Dreiecks AED. Auf der Geraden AB liegt somit die dritte HOhe des Dreiecks AED.
Der Winkel « BFE ist also ein rechter Winkel.

Aus der Innenwinkelsumme im Dreieck BEF folgt daraus « DEB = 45°.

Aus der Innenwinkelsumme im Dreieck EDC folgt <« CDE = 45°.

Das Dreieck EDC hat also zwei gleich weite Winkel, es ist somit gleichschenklig mit Ba-

sis DE. Somit gilt: CD = CE , was zu beweisen war.
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2. Beweisvorschlag:

Es mussen in dieser ,genau dann, wenn* - Aussage zwei Richtungen gezeigt werden:

1. Richtung: CE=CD = AEIBD

2. Richtung: AEIBD = CE=CD

Die Bezeichnungen werden wie in der untenstehenden Skizze gewahlt:

Beweis der 1. Richtung:

Angenommen es gilt: CE =CD .

Die Dreiecke AEC und BDC sind dann
nach dem Kongruenzsatz SWS kongruent,
denn es gilt:

CA=CB (da nach Aufgabenstel-
lung ABC gleichschenklig ist)

CE = CD (Voraussetzung der 1.
Richtung)

AulRerdem haben beide Dreiecke
bei C einen rechten Winkel.

Somit haben auch die anderen Winkel gleiche Weite und es gilt: ¢ =3.

Im rechtwinkligen Dreieck AEC gilt nach Winkelsummensatz: o + ¢ = 90°.
Den Winkel ¢ kann man tber die Winkelsumme im Dreieck ASD wie folgt berechnen:

¢ =180°— (a0 + 6) =180° — (o + €) =180° — 90° =90° und damit gilt AEL1BD . Somit ist die
erste Richtung bewiesen.

Beweis der 2. Richtung:

Angenommen es gilt AELBD (also:¢ = 90°).

In den Dreiecken ASD und AEC gilt nach Winkelsummensatz:
8=90°-0oa bzw. £ =90°-a. .
Also gilt: €=35.

Die Dreiecke AEC und BDC sind nach dem Kongruenzsatz SWW kongruent, denn:
e =0 (wie eben gezeigt)
CA=CB (Voraussetzung in der Aufgabe)
< ACE =<«BCE =90° (Voraussetzung in der Aufgabe).

Somit haben auch die anderen Strecken gleiche Lange; insbesondere gilt: CE = CD.
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3. Beweisvorschlag:

Wir zeichnen das Dreieck ABC in ein Ko-
ordinatensystem, wobei C der Ursprung
ist, A auf der y-Achse liegt und B auf der
x-Achse.

Da ABC gleichschenklig ist, gilt

AC =BC =k, also hat A die Koordinaten
A(O|-k), B die Koordinaten B(k|0). Nach
Aufgabenstellung liegt E auf der x-Achse,
E hat also die Koordinaten E(v|0) fur ein
v > k. Ebenso liegt D auf der y-Achse, also
hat D die Koordinaten D(O|u) fur ein
u>0.

Dann hat die Gerade DB die Steigung —E ,

AE hat die Steigung 5 Nun sind zwei Ge-
v

raden genau dann orthogonal, wenn das
Produkt ihrer Steigungen -1 ist, also sind
AE und BD genau dann orthogonal, wenn

k . . -
Uk _o Dies ist wiederum aquivalent

k v
Zzuu=v,alsozu CD=CE.
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Aufgabe 6

Das Produkt dreier positiver ganzer Zahlen ist dreimal so grof3 wie ihre Summe.
Bestimme alle Mdglichkeiten flr die drei Zahlen.

LOsung:
Die mdglichen Tripel sind (1;4;15), (2;2;12), (1;5;9), (1;6;7), (2;3;5) und (3;3;3).

1. Beweisvorschlag:
Fur die drei Zahlen a, b und c soll gelten: a-b-c = 3-(a+b+c). (*)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass a = b = c gilt.

Damit gilt: 2< 2 <1. ()
cC C

Dividiert man (*) durch c, so erhalt man: a-b = 3-[3 +E +1j
cC C

Mit (**) erhalt man die Abschatzung: a-b<3-(1+1+1)=9,d. h.1=a-b=9.
Die moglichen Félle werden nun untersucht:

a-b=1,d.h.a=1undb =1. Dies wird in (*) eingesetzt:
1c=3(1+1l+c) © c=6+3Cc < -2c=6 <c=-3.
Dies ist nicht mdglich, da c eine positive ganze Zahl sein soll.

a-b=2,d. h.a=1und b = 2. Dies wird in (*) eingesetzt:
2:.c=3:(1+2+Cc) < 2.c=9+3.c < c=-9.
Dies ist nicht mdglich, da c eine positive ganze Zahl sein soll.

a-b=3,d.h.a=1und b = 3. Dies wird in (*) eingesetzt:
3.c=3:(1+3+c) < 3c=12+3.c & 0=12.
Das ist ein Widerspruch!

a-b=4,d. h.entwedera=1undb=4odera=2undb = 2.
Wird a =1 und b =4 in (*) eingesetzt, so ergibt sich:
4.c = 3-(1+4+c) < 4c=15+3.:c & c=15.
Das ist LOosung 1: (1;4;15).
Wird a =2 und b = 2 in (*) eingesetzt, so ergibt sich:
4.c =3-(2+2+c) < 4c=12+3-.c & c=12.
Das ist LOsung 2: (2;2;12).

a-b=5,d. h.a=1und b =5. Dies wird in (*) eingesetzt:
5.¢c=3:(1+5+c) < 5¢c=18+3.c & c=09.
Das ist Losung 3: (1;5;9)

a-b=6,d. h.entwedera=1undb =6 odera=2undb = 3.
Wird a =1 und b = 6 in (*) eingesetzt, so ergibt sich:
6-c=3:(1+6+Cc) < 6.c=21+3c < c="7.
Das ist Losung 4: (1;6;7)
Wird a =2 und b = 3 in (*) eingesetzt, so ergibt sich:
6-c=3:(2+3+c) < 6.c=15+3.c < c=5.
Das ist Losung 5: (2;3;5)

a-b=7,d.h.a=1und b =7. Dies wird in (*) eingesetzt:
7-c=3(1+t7+c) <« 7c=24+3-c < c=6.
Das ist ein Widerspruch zub =c
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a-b=8,d. h.entwedera=1undb=8odera=2undb =4.
Wird a =1 und b = 8 in (*) eingesetzt, so ergibt sich:
8.-c=3:(1+8+Cc) < 8.c=27+3:c & 5.c=27.

Das ist unmoglich, da c¢ nicht ganzzabhlig ist.
Wird a =2 und b = 4 in (*) eingesetzt, so ergibt sich:
8.c=3:(2+4+c) < 8.c=18+3:c & 5.c=18.

Das ist unmoglich, da c nicht ganzzabhlig ist.

a-b=9,d. h.entwedera=1und b =9 odera=3undb = 3.
Wird a =1 und b =9 in (*) eingesetzt, so ergibt sich:
9.c =3:(149+Cc) < 9.-c=30+3:c < c=5.
Das ist ein Widerspruch zub =c
Wird a =3 und b = 3 in (*) eingesetzt, so ergibt sich:
9.c=3:(3+3+Cc) < 9.c=18+3.c & c=3.
Das ist Losung 6: (3;3;3)

Da dies alle mdglichen Falle sind, ist bewiesen, dass es nur die in der Losung genannten
funf Moglichkeiten gibt.

2. Beweisvorschlag:

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass a = b = c gilt
(a, b, c ganze Zahlen).

l.Fal:a=b=c
Aus abc =3(a+b +c) folgt a®> =3-3a und damit a®* =9, also a = 3.

DasistLOosung6:a=b=c=3

2. Fall: Esistnichta=b=c,also a=b<codera<b=c

Aus abc =3(a+b +c) folgt:

323 3b 3c 3 3 3c
Cc= + + &S C=—+— 4 —

1 1
JR— JR— PR Q_ JR—
ab ab ab b a ab 3

1

— +

bc ac
1 1 1 1 1 1

Ausa=b<cbzw. a<b=c unda,b,c>0folgt: —>—>— bzw.—>—>—. (2)
ab ac bc ab ac bc

Nach (1) und (2) ist die Summe der drei Briiche i, i, 3 gerade% . Waren alle drei

bc ac ab

Briiche kleinergleich é so ware ihre Summe kleiner % da nicht alle drei Brtiche gleich

1
+£. Q)

sind.

Somit muss mindestens der grof3te der drei Briche, also ib groler als % sein.
a

Aus folgt: 3 > 1 folgt aber ab<9.
ab 9
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Wegen ab <9 und a = b sind folgende Produkte mdglich:

ab a b Berechnung von c

8 1 8 3(1 +8 + ¢ )=8c; 27 = 5c¢, also keine ganzzahlige Lésung fir ¢

8 2 4 3(2 +4 +c) =8c; 18 =5c, also keine ganzzahlige Losung fur ¢
7 1 7 3(1+7+c)=7c; 24 =4c; also c = 6; keine Lésung,dab =c

6 1 6 3(1+6+c)=6¢c;21=3c;alsoc=7 (L6ésung 4)
6 2 3 3(2+3+c)=6¢c;15=3c;alsoc=5 (L6sung 5)
5 1 5 3(1+5+c)=5¢c;18=2c;alsoc=9 (L6ésung 3)
4 1 4 3(1+4+c)=4c; also c=15 (Losung 1)
4 2 2 3(2+2+c)=4c;also c=12 (Losung 2)
3 1 3 3(1 + 3 + ¢) = 3c; Gleichung hat keine Losung

2 1 2 3(1 +2 +c) =2c; c =-9; also keine positive Losung flr ¢

1 1 1 3(1 +1+c)=c; c=-3; also keine positive Losung fur c

Die grau unterlegten Zeilen ergeben die funf fehlenden in der L6sung genannten Losun-
gen, so dass alle Losungen gefunden sind und bewiesen ist, dass es keine weiteren gibt.
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