Landeswettbewerb Mathematik

Baden-Wiirttemberg
Musterlosungen 1. Runde 2005

Aufgabe 1

Ein Stiick Papier wird in 7 oder 10 Stiicke zerschnitten. Nun wird eines der vorhandenen Stiicke wieder
wahlweise in 7 oder 10 Stiicke zerschnitten; dieser Vorgang wird mehrmals wiederholt.

Kann man auf diese Weise 2006 Papierstiicke erhalten?

Beispiel:

Wenn man das erste Stiick Papier in 7 Stiicke zerschneidet, so hat man danach 7 Stiicke Papier. Wenn man
jetzt eins davon wieder in 7 Stiicke zerschneidet, so hat man nach dem zweiten Schneiden insgesamt 13
Stiicke: die sechs alten, die beim zweiten Schneiden nicht zerschnitten wurden, plus die 7 neuen, die aus
dem einen beim zweiten Schneiden entstanden sind. Schneidet man nun beim dritten Schneiden eins der 13
in 10 Stiicke, so hat man nach dem dritten Schneiden 9 Stiicke mehr, also insgesamt 22 Stiicke. In dem
Diagramm erkennt man, wie viele Stiicke man z.B. nach jedem Schneiden haben kann. Uber dem Pfeil
steht jeweils, in wie viele Stiicke eins der vorhandenen Stiicke zerschnitten wird.

1 ! »7 ! > 13 10 22 ! > 28 10 » 37 10 >

Ubersicht:

v

Eine genauere Ubersicht, wie viele Stiicke nach den ersten Schnitten entstanden sind, erhilt man, wenn
man ein Baumdiagramm zeichnet, denn man hat ja immer zwei Mdglichkeiten.
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Man erkennt dass nicht alle Anzahlen von Papierstiicken moglich sind. Wenn man sich die vorkommenden
Anzahlen 1,7,10,13,16,19,22,25,... anschaut, so fallt auf, dass aufeinander folgende Zahlen den Abstand 3
haben, genauer, dass die Anzahlen beim Teilen durch 3 den Rest 1 lassen. Diese Beobachtung muss man
aber allgemein beweisen.
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Losung:

Nein, auf diese Weise kann man niemals 2006 Papierstiicke erhalten.

1. Beweisvorschlag:

Wenn ein Stiick Papier in 7 Stiicke zerschnitten wird so erhdht sich die Anzahl der Papierstiicke um 6,
wenn ein Stiick Papier in 10 Stiicke zerschnitten wird, so erhdht sich die Anzahl um 9.

Da 6 und 9 beide durch 3 teilbar sind, erhdht sich die Anzahl der Papierstiicke also bei jedem Schneiden
um eine durch 3 teilbare Zahl. Auch nach zweimaligem Schneiden, dreimaligem Schneiden usw. hat sich
die Anzahl insgesamt um eine durch 3 teilbare Zahl erhoht. Es kann sich bei diesem Vorgehen also die
Anzahl ausgehend von einem Papierstiick am Anfang insgesamt nur um eine durch 3 teilbare Anzahl
erhohen.

Man kann also nur Anzahlen erhalten, die um 1 vermindert durch 3 teilbar sind.

Nun ist aber 2006 —1=2005 nicht durch 3 teilbar, denn die Quersumme von 2005 ist 7. Also kann man
niemals 2006 Papierstiicke erhalten.

2. Beweisvorschlag:

Mit jedem Schneidevorgang werden aus einem Papierstiick 7 oder 10 Papierstiicke, mit jedem einzelnen
Schneidevorgang erhoht sich die Gesamtzahl der Papierstiicke also um 6 oder 9. Hat man x Mal in 7
Stiicke geschnitten und y Mal in 10 Stiicke, so kamen also x Mal 6 Stiicke und y Mal 9 Stiicke dazu. Da am
Beginn bereits ein Stiick vorhanden war, betrdgt die Anzahl der Stiicke am Ende 1+ 6x+9y .

Nun kann man 3 ausklammern und erhélt 1+ 6x +9y =1+3-(2x +3y).

Das zeigt, dass die Anzahl der erhaltenen Stiicke immer um eins grof3er als eine durch 3 teilbare Zahl ist.
Die Zahl 2006 ist aber nicht um 1 groBer als eine durch 3 teilbare Zahl, denn 2005 ist nicht durch 3 teilbar.
Man kann somit nicht 2006 Papierstiicke erhalten.
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Aufgabe 2

Wie kann man o berechnen, wenn y gegeben ist? 4 ‘v

Losung:

Esist o=, 4
2

Vorbemerkung: Diese Zeichnung ist nur fir y>90°
moglich. Daher wird im folgenden immer y>90° angenommen.

1. Beweisvorschlag: (Mit Winkeln in gleichschenkligen
Dreiecken)

(1) Der Winkel [J DME ist ein Nebenwinkel des
Winkels y. Daher gilt f =0 DME =180°—y.

(2) Da MB senkrecht auf 4D steht, ist das Dreieck
MDE rechtwinklig mit dem rechten Winkel bei E.
Aus dem Winkelsummensatz fiir dieses Dreieck
ergibt sich [ DME = f=180°—(90°+06)=90°-5.

(3) Das Dreieck MDA ist gleichschenklig mit Basis AD, denn die Schenkel AM und MD sind als Radien
gleich lang. Es ist daher [ ADM =010 EDM =0 MAD =6 .

(4) Nach dem Winkelsummensatz fiirs Dreieck AME ist [ EMA=180°—(90°+0)=90°-¢, da MB
senkrecht auf AD steht. Also ist nach (2) U EMA =0 DME = (.

(5) Das Dreieck MBA ist gleichschenklig mit Basis AB, denn die Schenkel AM und MB sind als Radien
gleich lang. Es ist daher [ ABM =[] MAB = o . Nach dem Winkelsummensatz fiirs Dreieck AMB ist

180°—- 4

2a+ f=180°, also a =

180°—(180°— )
2

6) Setzt man (1) in (5) ein, so ergibt sich a = ~ 7 Das ist die behauptete Beziehung.
2

Variante: (Mit der Mittelsenkrechten im gleichschenkligen Dreieck)

Die Gleichheit [1 EMA =0 DME = S, die im obigen Beweisvorschlag in den Punkten (2) bis (4) gezeigt
wird, kann man auch wie folgt beweisen:

Das Dreieck MDA ist gleichschenklig mit Basis 4D, denn die Schenkel AM und MD sind als Radien gleich
lang. Im gleichschenkligen Dreieck MDA ist ME eine Hohe, da ME senkrecht auf AD steht. Daher ist ME
Mittelsenkrechte und Winkelhalbierende von [1 DMA . Somit gilt [ EMA =0 DME = /3.

Der Rest des Beweises ist gleich.

2. Beweisvorschlag: (Mit Wechselwinkeln und Satz des Thales)

(1) Nach Voraussetzung ist die Strecke MB orthogonal zur Strecke AD. Da 4 auf dem Thaleskreis {iber
CD liegt, ist CA ebenfalls orthogonal zu AD. Deshalb ist AC parallel zu MB.

(2) Die Winkel [J CAM und [0 BMA sind Wechselwinkel an den parallelen Geraden (CA) und (MB),
deshalb ist =0 CAM =[] BMA .

(3) Das Dreieck AMB ist gleichschenklig, denn MA und MB sind Kreisradien. Daher
a=[A4BM =11 MAB . Wegen der Winkelsumme im Dreieck AMB folgt a = w .
(4) Ebenso gilt im gleichschenkligen Dreieck CMA nach dem Winkelsummensatz 24 + ( y—p ) =180°
oder #=180°—y.
180° — (180° - )/)

(5) Eingesetzt in (3) ergibt sich jetzt o = 5 = %
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4. Beweisvorschlag: (Mit dem Kongruenzsatz Ssw)

(1) Der Winkel [J DME ist ein Nebenwinkel des Winkels .
Dabher gilt [ DME =180°—y .
(2) Die Dreiecke AME und DEM sind kongruent nach dem

Kongruenzsatz Ssw, denn AM = DM (Radien), die Seite
ME ist gemeinsame Seite beider Dreiecke und der
Gegenwinkel der groferen Seite ist jeweils 90°. Daher ist
UDME=[0EMA=p.
(3) Das Dreieck AMB ist gleichschenklig, da die Strecken AM und MB als Radien gleich lang sind. Aus
180°— 4
5

p

: %
S

C D

der Winkelsumme im gleichschenkligen Dreieck AMB ergibt sich o =

, , o 180°—(180°—7) y
(4) Setzt man (1) und (2) in (3) ein, so ergibt sich o = 5 = 5

5. Beweisvorschlag: (Mit dem Satz vom Mittelpunktswinkel)
(1) Die Winkel [ DMB und y sind Nebenwinkel, deshalb gilt [l DMB =180°—y .

(2) Der Winkel [J DMB ist der Mittelpunktswinkel des Winkels DAB iiber dem Kreisbogen DB . Aus

dem Satz iiber den Mittelpunktswinkel folgt [ DAB = - D2MB .

(3) Nach Voraussetzung ist das Dreieck AEB rechtwinklig mit dem rechten Winkel bei E. Wegen der
Winkelsumme in diesem Dreieck folgt deshalb o =90° -1 DAB .

180°—y 7
— 5

(4) Durch Einsetzen von (2) und (1) in (3) ergibt sich & =90°—

6. Beweisvorschlag: (Mit dem Umfangswinkelsatz)

(1) Das Dreieck CMB ist nach Voraussetzung
gleichschenklig mit der Basis BC, denn fiir die
Kreisradien gilt BM = CM . Somit
&= MCB =[] CBM . Wegen der Winkelsumme

im Dreieck CMB folgt ¢ = 1807~y .

(2) Die Winkel [J EAB und [0 DCB sind

Umfangswinkel tiber dem Kreisbogen DB . Aus
dem Umfangswinkelsatz ergibt sich mit (1)

e=0EAB=0 DCB=30""7

(3) Nach Voraussetzung ist das Dreieck 4EB rechtwinklig mit dem rechten Winkel bei £. Wegen der
Winkelsumme in diesem Dreieck folgt deshalb o =90°—¢ .
180°—y
=5

(4) Setzt man (2) in (3) ein, so ergibt sich o =90°—
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Aufgabe 3

Ein Quader mit quadratischer Grundfliche ist aus Wiirfeln der Kantenlinge 1 cm aufgebaut. Die Anzahl
dieser Wiirfel ist so grofs, wie die Anzahl der aufien liegenden Wiirfelflichen.

Welche Kantenlingen kann der Quader haben?

Losung:

Es gibt vier Mdglichkeiten fiir einen solchen Quader:
1) Lange und Breite 5 cm, Hohe 10 cm.
2) Lénge und Breite 6 cm, Hohe 6 cm.
3) Lange und Breite 8 cm, Hohe 4 cm.
4) Lange und Breite 12 cm, Hohe 3 cm.

Beweis:

Im Folgenden wird mit a die MaBzahl der Seitenldnge der Grundfliche und mit /# die Mafzahl der Hohe
des Quaders bezeichnet. Laut Aufgabenstellung sind fiir @ und 4 nur ganzzahlige Werte moglich.

Fiir den Quader werden insgesamt a® - h Wiirfel verwendet.
Die Anzahl der Wiirfelflachen, die aullen an der Unterseite und der Oberseite des Quaders liegen, ist

jeweils a”. An jeder der vier Seitenwinde befinden sich a -/ Wiirfelflichen. Die Gesamtzahl der auBen
liegenden Wiirfelflichen ist also 2a” + 4ah .

Laut Aufgabenstellung ist nun a” -h = 2a° + 4ah .

Teilt man diese Gleichung durch a, so ergibt sich ah = 2a + 4h bzw. ah —4h = 2a , und somit

h= fir a#4.

a —
Durch Umformung erhélt man:

b= 2a _ 2(a—4)+8 oy 8 .
a—4 a—4 a—4

Da 4 eine natiirliche Zahl ist, muss a —4 ein Teiler von 8 sein. Dafiir gibt es die gesuchten vier
Maoglichkeiten:

.. Anzahl der aullen liegenden
a4 . h— 2a Anzahl (Zler Wiirfel Wiirfel ﬂéicheng
a-4 ool 24° + 4ah
1 5 10 250 250
2 6 6 216 216
4 8 4 256 256
8 12 3 432 432

Bei allen vier Losungen sind also die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

Variante 1:

Die Gleichung /4 = wird wie oben abgeleitet. Durch Probieren findet man die vier oben

a —
aufgefiihrten ganzzahligen Losungen dieser Gleichung. Es sind die einzigen ganzzahligen Losungen fiir
a<l2.
Nun ist noch zu zeigen, dass fiir grolere Werte von a keine weiteren ganzzahligen Losungen mehr

2a

a—

auftreten. Dazu untersucht man den Bruch
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Wegen 2a>2a-8= 2(a - 4) ist der Zahler stets grofler als das Doppelte des Nenners, der Bruch ist also
immer grofer als 2. Fiir @ = 12 nimmt er den Wert 3 an.

Mit weiter wachsendem a wird der Wert des Bruchs

immer kleiner. Dies kann man der folgenden

a—4
Tabelle mit auf zwei Dezimalen gerundeten Werten entnehmen:
a 12 | 13 | 14 |15 |16 | 17 [ 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
2a

3,00|2,89|2,802,73|2,67|2,62|2,57(2,53|2,50|2,47|2,44|2,42|2,40|2,38|2,36

a—4

Der Wert nahert sich fiir wachsende a immer mehr der Zahl 2 an, ohne dass 2 erreicht werden kann.
Somit sind fiir a >12 keine weiteren ganzzahligen Werte des Bruchs moglich und damit gibt es fiir a >12
auch keine ganzzahligen Losungen mehr.

. . . . 2a
Fiir einen Beweis, geniigt es zu zeigen, dass 2 <

<3 fiir @ >12 gilt. Denn zwischen 2 und 3 gibt es
a f—

keine ganzen Zahlen. Daher kann 4 = fiir a >12 nicht mehr ganzzahlig sein.

a —
2a 2a

. Die Ungleichun
a—4 8 8 a—4

Wegen 2a >2a—-8=2(a—4) ist stets 2 < <3 ist fiir @>4 dquivalent zu

2a< 3(a - 4) =3a—12. Dies wiederum ist dquivalent zu a >12. Also ist die Behauptung bewiesen.

Variante 2:

Die Gleichung ah = 2a + 4h wird wie oben abgeleitet.

Auflosen nach a ergibt a = h4_h2 Da a eine positive natiirliche Zahl ist, muss / >2 gelten.

Aufldsen nach 4 ergibt wie oben: & = . Da fiir 4 eine positive natiirliche Zahl ist, muss a >4 gelten.

a—

4 : 4
Wegen a >4 und azh—h2 gilt azh h >4 bzw. a= >5.(Wenn a >4, dann muss auch a >5

sein, da a ja eine natiirliche Zahl ist.)

>5 ist aber fiir #>2 dquivalent zu £2<10.

Die Ungleichung h4h

Man muss also nur fiir / die natiirlichen Zahlen von 3 bis 10 in a = einsetzen, und untersuchen,

wann sich fiir a eine natlirliche Zahl ergibt. Dies fiihrt genau auf die vier obigen Losungen.

Variante 3:

Die Gleichung ah = 2a +4h wird wie oben abgeleitet. Die Division dieser Gleichung durch 2ah ergibt

% = % + 2 . Die Summe der beiden Briiche kann aber nur %ergeben, wenn einer der beiden Briiche %
a

bzw. 3 mindestens % ist. Auflerdem miissen sie beide kleiner als % sein.
a

Somit muss 3</4 <4 oder 5<a<8 gelten. Durch Probieren findet man daraus die vier obigen Losungen.
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Aufgabe 4

Die Punkte P, O, R, S sind die Seitenmittelpunkte eines
Parallelogramms. Bestimme den Anteil der markierten Fliche an
der Gesamtfliche des Parallelogramms.

Liosung:

Der Flacheninhalt der markierten Flache betrédgt ein Fiinftel des
Flacheninhalts der Gesamtfliche des Parallelogramms.

Vorbemerkung:

Die vier Eckpunkte des Parallelogramms werden 4, B, C und D genannt, die vier Eckpunkte der markierten
Flache werden U, V, W und X genannt (vgl. Zeichnung unten).

Da S und Q Seitenmittelpunkte der gegeniiberliegenden Seiten eines Parallelogramms sind, ist SD = B_Q
und SD[1BQ. Da ein Viereck mit einem Paar von gleich langen und parallelen gegeniiberliegenden Seiten
ein Parallelogramm ist, ist SBOD ein Parallelogramm, also SB[JDQ. Analog folgt: AR PC .

Damit ist gezeigt, dass das markierte Viereck UVWX ein Parallelogramm ist.

1. Beweisvorschlag: (Mit Mittelparallelen)

J

A

Da P, O, R und S Seitenmitten sind, betragt der Flicheninhalt der vier Dreiecke 4BS, BCP, CDQ und DAR
jeweils ein Viertel des Flacheninhalts des groen Parallelogramms. Die Summe der Fldcheninhalte dieser
vier Dreiecke ist also so grof3 wie der Flacheninhalt des groen Parallelogramms. Die vier Dreiecke
iiberdecken zusammen das ganze Parallelogramm ABCD, bis auf die markierte Flache UVWX in der Mitte.
Andererseits iiberlappen sich die vier Dreiecke an den Ecken in den vier karierten Dreiecken VQOC, WRD,
XS4, und UPB. Die iiberlappte Flache muss genauso grof3 sein, wie die nicht iiberdeckte Fldche. Die
Summe der Flacheninhalte der vier kleineren Dreiecke ist folglich genauso grof3 wie der Flacheninhalt des
markierten Parallelogrammes.

Behauptung: Es sei x = A(VQC) der Flacheninhalt des kleinen Dreiecks VOC und y = A(WRD) der

Flacheninhalt des kleinen Dreiecks WRD. Dann ist x =y = %OA(ABCD) .

Beweis der Behauptung: Da nach Vorbemerkung VQUUB und Q die Mitte von BC ist, ist VQ eine

Mittelparallele im Dreieck UBC. Somit ist 2 @ =UB . Das Dreieck UBC ist also dhnlich zum Dreieck
VOC mit dem Streckfaktor 2, es hat somit den vierfachen Flacheninhalt A(UBC ) =4x . Dies kann man
auch erkennen, wenn man die beiden anderen Mittelparallelen V'T und QT im Dreieck UBC einzeichnet:
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dann wird das Dreieck UBC durch vier kleine Dreiecke parkettiert, die alle zum Dreieck VQC kongruent
sind, so dass A(UBC ) =4x (siehe obige Zeichnung). Analog ist A(VCD) =4y.

Es ergibt sich 4(BCP)= A(UBC)+ A(PBU)=4x+y und A(CDQ)=A(VCD)+ A(VQC)=4y+x.Dadie

Dreiecke BCP und CDQ den gleichen Flacheninhalt %'A(ABCD) haben, folgt 4x+ y =4y +x . Somit ist

x=y und A(CDQ)=5x.Also x=y=—-A4(CDQ)= - A(ABCD) :2%. A(ABCD) . Damit ist die

N

1 1
5 5

Behauptung bewiesen.

Da die Summe der Flacheninhalte der kleinen Dreiecke so grof3 ist wie der Fliacheninhalt des markierten
Parallelogramms UVWX, betrigt der Anteil der markierten Flache an der Gesamtfldche also vier
Zwanzigstel oder ein Fiinftel.

2. Beweisvorschlag: (Mit Punktspiegelung)

Die Ecken U, V, W, X des markierten Parallelogramms werden an den Seitenmitten des groflen
Parallelogramms ABCD gespiegelt. Es entsteht eine kreuzformige Figur U'UBV' VCW’WDX XA , deren
Flacheninhalt so grof3 ist wie der Flacheninhalt des urspriinglichen Parallelogramms, da nach Konstruktion
die karierten Dreiecke gleich grof3 sind.

Behauptung: Diese Kreuzfigur ldsst sich in 5 kongruente Parallelogramme zerlegen, wovon eins das
markierte Parallelogramm ist. Der Anteil der markierten Flache ist also ein Fiinftel der Gesamtflidche.

Beweis der Behauptung:
(1) Sei V'’ der Bildpunkt von V bei der Spiegelung an Q. Dann liegt V'’ auf der Geraden (DQ).
Wegen VQOUUB (s. Vorbemerkung), gilt auch VV'UUB

(2) BV’ ist das Bild von VC bei der Punktspiegelung an Q, daher ist BV'UVC .
(3) Aus (1) und (2) ergibt sich, dass UBV’V ein Parallelogramm ist, also BV'=UV .
(4) Mit BV'=VC folgt Uy =yc. Analog kann man zeigen XU =UB.

Aus (3) und (4) ergibt sich, dass das Parallelogramm UBV’V kongruent ist zum markierten
Parallelogramm UVWX.

Analog kann man zeigen, dass auch die Vierecke AU'UX, CW’WV und DX’XW kongruent zum
markierten Parallelogramm sind.

Damit ist gezeigt, dass sich die ,,Kreuzfigur” in 5 kongruente Parallelogramme zerlegen lésst. Die
Behauptung ist also bewiesen.
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Aufgabe 5

Von vier verschiedenen Primzahlen, die alle gréfler als 5 sind, unterscheiden sich die groffite und die
kleinste um weniger als 10.
Zeige, dass die Summe dieser vier Primzahlen durch 60 teilbar ist.

Beispiele:

Die folgenden Beispiele zeigen, dass es unterhalb von 1000 vier solche ,,Primzahlvierlinge* gibt, wie sie in
der Aufgabe beschrieben werden:

1) 11,13,17,19; Summe 60

2) 101,103,107,109; Summe 420

3) 191,193,197,199; Summe 780

4) 821, 823, 827,829; Summe 3300
In allen Beispielen ist die Summe durch 60 teilbar. Das muss allgemein bewiesen werden.

1. Beweisvorschlag:
Der allgemeine Beweis folgt aus den folgenden acht Uberlegungen:

(1) Alle vier Primzahlen sind ungerade, die Differenz der grofiten und der kleinsten der vier Primzahlen
ist also gerade.

(2) Da je zwei verschiedene ungerade Zahlen mindestens die Differenz zwei haben, ist die Differenz der
grofiten und der kleinsten Primzahl mindestens 6. Da sie nach Voraussetzung kleiner als 10 sein soll,
kommt also nur 6 oder 8 fiir diese Differenz in Frage.

(3) Waire die Differenz zwischen der grofiten und der kleinsten Primzahl 6, so wiirde es sich um vier
aufeinander folgende ungerade Zahlen handeln. Bereits bei drei aufeinander folgenden ungeraden
Zahlen ist aber eine durch 3 teilbar: die drei Zahlen haben beim Teilen durch 3 unterschiedliche Reste,
eine von ihnen hat also Rest 0 und ist somit durch 3 teilbar. Also ist die Differenz zwischen der
groBten und der kleinsten der vier Primzahlen 8.

(4) Wenn p die kleinste der vier Primzahlen ist, so muss die nichst grof3ere Primzahl p+2 sein.
Andernfalls bliebe fiir die drei anderen Primzahlen nur noch p+4, p+6 und p+8 {librig. Das wéren drei
aufeinander folgende ungerade Zahlen. Wie in (3) festgestellt wurde, miisste eine dieser drei
ungeraden Zahlen durch 3 teilbar sein und kann daher keine Primzahl sein.

(5) Da p und p+2 Primzahlen sind, kann p+4 keine Primzahl sein, da sonst wieder drei aufeinander
folgende ungerade Zahlen vorldgen. Es bleibt fiir die beiden letzten Primzahlen nur p+6 und p+8
iibrig.

(6) Die Zahl p+4 ist durch 3 teilbar: Von den drei aufeinander folgenden Zahlen p, p+2 und p+4 ist eine
durch drei teilbar. Da p und p+2 Primzahlen sind (siehe (3)), kann nur p+4 durch 3 teilbar sein.

(7) Die Zahl p+4 ist durch 5 teilbar: Bei fiinf aufeinander folgenden ungeraden Zahlen ist eine durch 5
teilbar, denn die finf Zahlen lassen beim Teilen durch 5 alle unterschiedliche Reste. Also ist eine der
Zahlen p, p+2, p+4, p+6, p+8 durch 5 teilbar. Da p, p+2, p+6 und p+8 Primzahlen gréBer als 5 sind,
ist p+4 durch 5 teilbar.

(8) Die Summe der vier Primzahlen ist p+(p+2)+(p+6)+(p+8)=4p+16=4(p+4). Da p+4 durch 3

und durch 5 teilbar ist, ist die Summe durch 3, 4 und 5 teilbar. Sie ist also auch durch 60 teilbar.
2. Beweisvorschlag:

Voraussetzungen:

(1) Die Zahlen p1, ps, ps und p4 sind Primzahlen
2  S5<pi<p<ps<ps

3 pi—p1<10

Nun zum eigentlichen Beweis:

Da alle vier Primzahlen groBer als 5 sind (Voraussetzung (2)) kommt 5 nicht als Endziffer von einer der
Primzahlen in Frage, denn Zahlen mit Endziffer 5 sind durch 5 teilbar. Da die Differenz aus der grofiten
und der kleinsten der vier Primzahlen kleiner ist als 10 (Voraussetzung (3)), konnen nicht zwei der Zahlen
die gleiche Endziffer haben. Die Primzahlen kdnnen als Endziffern also nur die Ziffern 1, 3, 7 und 9 haben.
Dabei gibt es die folgenden vier Moglichkeiten fiir die Endziffernquadrupel:
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Fall 1: (1/3/7/9)
Fall 2: (3/7/9/1)
Fall 3: (7/9/1/3)
Fall 4: (9/1/3/7)

Nur Fall 1 ist fiir vier verschiedene Primzahlen moglich:

Untersuchung von Fall 2:

Wenn p; bei Division durch 3 den Rest 1 ldsst, so ist die um 8 groBere Zahl p, durch 3 teilbar, ist also
keine Primzahl. Dies ist nach Voraussetzung (1) ausgeschlossen.

Wenn p; bei Division durch 3 den Rest 2 lésst, so ist die um 4 groBere Zahl p, durch 3 teilbar, ist also
keine Primzahl. Dies ist nach Voraussetzung (1) ausgeschlossen.

Somit ldsst p; bei Division durch 3 den Rest 0 und ist keine Primzahl. Das widerspricht Voraussetzung (1).

Fall 3 und Fall 4 kann man auf dhnliche Weise ausschlief3en.

Somit ist nur Fall 1 zu untersuchen.

Nachweis der Teilbarkeit der Summe durch 5

Die Summe der vier Endziffern ist 1+3+7+9=20. Daher hat p, + p, + p; + p4 die Einerziffer 0 und ist
folglich durch 10 und somit durch 5 teilbar.

Nachweis der Teilbarkeit der Summe durch 3
Nach Voraussetzungen (1) und (2) ist keine der vier Zahlen p,, p,, p; und p4 durch 3 teilbar.

Da Fall 1 vorliegt, gilt folgendes:

Wenn p,; bei Division durch 3 den Rest 1 ldsst, so ist die um 2 groBere Zahl p, durch 3 teilbar, ist also keine
Primzahl. Dies ist nach Voraussetzung (1) ausgeschlossen.

Wenn p, bei Division durch 3 den Rest 2 ldsst, so ldsst die um 2 groBBere Zahl p, den Rest 1, die um 6
groBBere Zahl p; den Rest 2 und die um 8 groBere Zahl p, den Rest 1. Die Summe der vier Primzahlen lésst
daher bei der Division durch 3 den Rest 0, ist also durch 3 teilbar.

Wenn also die vier Zahlen Primzahlen sind, dann ist die Summe dieser vier Primzahlen durch 3 teilbar.

Nach weis der Teilbarkeit der Summe durch 4

Da Fall 1 vorliegt, gilt folgendes:

Wenn p,; bei Division durch 4 den Rest 1 ldsst, so ldsst die um 2 groBBere Zahl p, den Rest 3, die um 6
groBere Zahl p; den Rest 3 und die um 8 groflere Zahl p, den Rest 1. Die Summe der vier Primzahlen lésst
daher bei der Division durch 4 den Rest 0, ist also durch 4 teilbar.

Wenn p,; bei Division durch 4 den Rest 3 lisst, so ldsst die um 2 groBBere Zahl p, den Rest 1, die um 6
groBBere Zahl p; den Rest 1 und die um 8 groBere Zahl p, den Rest 3. Die Summe der vier Primzahlen lésst
daher bei der Division durch 4 den Rest 0, ist also durch 4 teilbar.

Die Divisionsreste 0 und 2 bei Division durch 4 sind bei ungeraden Primzahlen nicht moglich.

Zusammenfassung
Damit ist gezeigt: Wenn die vier Primzahlen p,, p,, p; und p, die in der Voraussetzung genannten
Eigenschaften haben, dann ist ihre Summe durch 60 teilbar.

3. Beweisvorschlag:

Streicht man nach dem Sieb des Erathostenes aus der Zahlenfolge der natiirlichen Zahlen alle
Stlér}f;lnfifécsh ‘g:nll:aren Zahlen, so erhilt man das rechts 7711 113 117 119 123 129
o . . . e 31 |37 (41 |23 (47 |49 |53 |59
ngel mussen.mcht alle acht Zahlen einer Zeile wirklich 61 67 71173 177 |79 [33 (39
Primzahlen sein. o1

Primzahlvierlinge konnen nicht zeileniibergreifend

vorkommen, da es beim Zeileniibergang im Schema keine vier Zahlen hat, deren Abstand kleiner
10 ist. Dies erkennt man beim Ubergang von Zeile 1 zu Zeile 2. Wegen der periodischen
Wiederholung ergibt sich dasselbe bei jedem Zeileniibergang. Primzahlvierlinge konnen
deswegen nur im fettgedruckten Mittelteil des Schemas vorkommen. Wenn jedoch 4 Primzahlen
die fettgedruckte Mitte des Schemas bilden, so ist ihre Summe durch 4-15=60 teilbar.
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Aufgabe 6 B

Die Geraden a und b sind parallele Tangenten an einen

Kreis mit Mittelpunkt M. Der Punkt A liegt auf der

Tangente a, der Punkt B auf der Tangente b.

Beweise: M
Die Gerade (AB) ist genau dann Tangente an

den Kreis, wenn AM senkrecht zu BM ist.

Losung:

Zur Losung muss man zwei Schlussrichtungen beweisen:

(A) Wenn die Gerade (4B) eine Tangente an den Kreis ist, so ist AM senkrecht zu BM.
(B) Wenn AM senkrecht zu BM ist, so ist die Gerade (4B) eine Tangente an den Kreis.

1. Beweisvorschlag fiir die
Schlussrichtung (A):

Voraussetzung: Die Gerade (4B) ist eine
Tangente an den Kreis.

Dann sind die Dreiecke MEB und MBC
nach dem Kongruenzsatz Ssw kongruent:
ME und MC sind Kreisradien, folglich
gleich lang; die Strecke MB ist beiden
Dreiecken gemeinsam; in beiden Dreiecken
liegt der langeren Seite ein rechter Winkel
gegentiber, da eine Tangente orthogonal
zum zugehorigen Radius ist. Somit ist

0 = [ . Analog ergibt sich a =y .

Die Winkel [J DAC und [J CBE ergénzen sich aber zu 180°, da der Wechselwinkel zu [J DAC an den
parallelen Geraden «a und b der Nebenwinkel von [ CBE ist. Somit: 2a+2£ =180° und a+ 5 =90°.

Aus der Winkelsumme im Dreieck AMB folgt daher [J BMA =180° - (a +p ) =90°. Also ist AM senkrecht
zu BM.

Variante fiir diesen 1. Beweisvorschlag der Schlussrichtung (A):

Die Winkelgleichheiten 6 = # und o =y kann man auch so begriinden: Der Mittelpunkt M ist von den

Geraden b und (BA) gleich weit entfernt, da dieser Abstand in beiden Féllen der Radius des Kreises ist.
Somit liegt M auf der Winkelhalbierenden von [] CBE, d.h. 6 = . Analog folgt a =7 .

2. Beweisvorschlag fiir die Schlussrichtung (A):

Voraussetzung: Die Gerade (4B) ist eine
Tangente an den Kreis.

Durch eine Punktspiegelung am Kreismittelpunkt
M, wird (4B) auf die Tangente (CD) abgebildet,
wobei C auf b und D auf a liegt. Das Viereck
ADCB ist ein Parallelogramm mit einem Inkreis.
Es ist daher ein achsensymmetrisches
Parallelogramm mit den Symmetrieachsen (4C)
und (BD). Somit ist es eine Raute. Da in einer
Raute die Diagonalen senkrecht stehen, ist BM 4 D a
senkrecht zu AM.
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1. Beweisvorschlag fiir die Schlussrichtung B F
(B): (Mit Abbildungen)

Voraussetzung: AM steht senkrecht auf BM.

Die Gerade (AM) schneide die Gerade b im
Punkt F. Die Winkel werden wie in der
Zeichnung benannt.

Bei Spiegelung der Tangente a am
Kreismittelpunkt M wird die Gerade a auf
die parallele Tangente b abgebildet. Damit
wird 4 auf F abgebildet und M ist der

Mittelpunkt der Strecke AF ist. Folglich ist
die Gerade (BM) die Mittelsenkrechte von
AF, denn nach Voraussetzung steht ja BM
senkrecht auf AF.

Damit ist gezeigt, dass das Dreieck AFB gleichschenklig mit der Spitze bei B ist. Die Achsenspiegelung an
der Mittelsenkrechten (BM) bildet das gleichschenklige Dreieck auf sich ab, also b = (BF) auf (4B). Der
Kreis wird bei dieser Spiegelung an einer Geraden durch den Kreismittelpunkt ebenfalls in sich selbst
iiberfiihrt. Da b eine Tangente an den Kreis ist, ist auch das Bild (4B) von b eine Tangente an den Kreis.

2. Beweisvorschlag fiir die Schlussrichtung (B): (Mit Abstandsberechnungen)

Voraussetzung: AM steht senkrecht auf BM.

Sei C der FuBBpunkt des Lots von
M auf die Gerade (AB ) und E der FuBBpunkt

des Lots von M auf die Tangente b. Es ist

dann ME = r , wobei r der Radius des Kreises
ist. Die Gerade (AM ) schneide b im Punkt F.

Da M auf der Mittelparallelen zwischen a
und b liegt und diese Mittelparallele alle
Querstrecken des Streifens halbiert, gilt:

MA=MF und (MB) ist daher die
Mittelsenkrechte zu AF. Somit ist das Dreieck

AFB gleichschenklig mit Basis AF. Damit sind 4 a
die Basiswinkel dieses Dreiecks beide gleich

weit: [ BFM =[] MAC = « . Die Dreiecke FEM und CAM sind nach dem Kongruenzsatz wsw also
kongruent. Es folgt MC = ME =r. Somit hat die Gerade (48) von M gerade den Abstand » und sie ist
somit eine Tangente an den Kreis.

3. Beweisvorschlag der Schlussrichtung (B): (Mit Winkelberechnungen)
Voraussetzung: AM steht senkrecht auf BM.

Da B aullerhalb des Kreises liegt, gibt es
neben b eine zweite Kreistangente durch B.
Ihren Beriihrpunkt mit dem Kreis nennen wir
C. Der Radius MC ist senkrecht zu (BC).

Es soll gezeigt werden, dass unter der
Voraussetzung, dass AM senkrecht auf BM
steht, der Punkt A4 auf dieser Tangente (BC)
liegt.

Sei F der Schnittpunkt der Geraden (BM) mit
a, D der FuBpunkt des Lots von M auf a und
E der FuBpunkt des Lots von M auf b. Da M
von b und (BC) gleich weit entfernt ist, liegt 4 D F a
M auf der Winkelhalbierenden von [l CBE,

d.h. 6 =p. AuBlerdem 0 MBE =[] MFA = f (Wechselwinkel an den Parallelen a und b).
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Die Winkelsumme im (nach Voraussetzung) rechtwinkligen Dreieck AFM liefert y =90°— £ . Deshalb gilt
im rechtwinkligen Dreieck BCM: [ BMC =90°— =y . Es folgt: [ CMA =11 BMA—-[1 BMC =90°—y =f3.
Die Winkelsumme im rechtwinkligen Dreieck ADM ergibt ebenfalls [J AMD =90°—y = . Somit sind die
Dreiecke ADM und CAM nach dem Kongruenzsatz sws kongruent (C_M = DM ist der Kreisradius, AM ist

gemeinsame Seite und der eingeschlossene Winkel hat in beiden Dreiecken die Weite f). Es folgt
U CAM =a =00 MAD = y . Aus der Winkelsumme im Dreieck AMC ergibt sich

0ACM =180°—a—f=180°-y— =90°.
Somit ist [l ACB =180° ein gestreckter Winkel und 4 liegt daher auf der Geraden (BC).

4. Beweisvorschlag der Schlussrichtung (B): (Mit dem Satz des Pythagoras)
B E

/4 G D a

Es wird gezeigt, dass der Mittelpunkt M des Kreises von der Geraden (4B) den Abstand r hat. In diesem
Fall beriihrt die Gerade den Kreis, ist also eine Tangente an diesen Kreis.

Sei D der FuBpunkt des Lots von M auf ¢ und E der FuBBpunkt des Lots von M auf b. AuBlerdem sei (BG)
eine Parallele zu (ED) durch B, wobei G auf a zwischen 4 und D liege, wie wir aus Symmetriegriinden
annehmen kénnen.

In den rechtwinkligen Dreiecken ADM und MEB berechnen wir mit dem Satz von Pythagoras:

AM2=E2+DM2=u2+r2,W= u2+r2,
AL R L TALE 2.2 mAr 2, 2
BM =BE +EM =v +r°, BM =v" +r".
Hierbei ist u = AD und v=BE .
Damit erhélt man den Flédcheninhalt F' des nach Voraussetzung rechtwinkligen Dreiecks AMB:

*) Fzé-m-mzé-\/u2+r2-\/v2+r2 .

Der Flacheninhalt des Dreiecks AMB kann auf eine zweite Weise berechnet werden.
Die Linge der Strecke 4B ergibt sich im rechtwinkligen Dreieck 4GB nach dem Satz von Pythagoras:

AB" = AG" +GB = (u—v)* +(2r).
Bezeichnet man den Abstand des Punktes M von der Geraden durch 4 und B mit d, so folgt:

(*%) F=%-E~d=lw/(u—v)2+(2r)2 -d.

2
Der Vergleich von (*) mit (**) und Quadrieren ergibt:

) (u+rt)(Vi+rt ) =[(u-v) +4r*]-d’.
Einen weiteren Zusammenhang zwischen u, v und 7 erhdlt man tiber die beiden rechtwinkligen Dreiecke
ADM und MEB. Diese Dreiecke sind dhnlich, da sie in allen drei Winkeln iibereinstimmen. Daher gilt
E:W:E:ﬁ, dh. u:r=r:v oderr’ =uv.
Durch Einsetzen in (¥**) ergibt sich (u* +uv)(v: +uv) = (u® = 2uv +v* + 4uv)-d*.
Daraus folgt durch Umformung d =r. Die Gerade (4B) hat also von M den Abstand » und ist daher eine
Tangente.
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